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Аннотация: Исследовалось влияние условий роста монокристаллов парателлурита на 

боковую поверхность выращенных буль, а также возможность оценки качества 

кристаллов, исходя из значений и динамики параметров шероховатости и фрактальных 

параметров ювенильных поверхностей. При близких технологических условиях были 

выращены два кристалла, отличающиеся между собой структурным качеством. Их 

боковые поверхности были исследованы с помощью оптического интерференционного 

профилометра NanoMap 1000WLI и программного обеспечения SPIP и Gwyddion, в 

результате чего получены профили, значения параметров шероховатости и 

фрактальные параметры поверхностей кристаллов вдоль направления роста. В 

результате были сделаны выводы, что при условиях, соответствующих формированию 

устойчивых потоков в расплаве шероховатость поверхности на всем протяжении 

кристалла менее 5 мкм, а параметр фрактальной энергии может быть использован как 

маркер качества и однородности кристаллов. 

Ключевые слова: монокристаллы парателлурита, ювенильная поверхность, 

параметры шероховатости, фрактальные параметры. 

 

1. Введение 

Монокристаллы парателлурита, широко применяемые в современной 

акустооптике, выращиваются методом Чохральского из расплава [1-5]. 

Структурное качество выращиваемых кристаллов во многом зависит от 

условий роста, влияющих на гидродинамику процесса. Не смотря на то, 

что регулируемыми параметрами являются такие простые характеристика 

как скорость вытягивания и вращения кристалла, а также регулировка 

температуры, её снижение с целью отведение скрытой теплоты плавления 

в процессе кристаллизации, сам процесс роста происходит в сложной 

системе гидродинамического равновесия, характеризующейся условиями 

равенства вынужденной и естественной конвекций при вращении 

растущего кристалла, нижней его части, фронта кристаллизации, в 

расплаве [6]. На необработанных боковых поверхностях цилиндрических 

буль парателлурита, так же как и на других кристаллах, практически 

всегда имеются периодические или квазипериодические неровности 

профиля – выступы, чередующиеся с впадинами, а так же присутствуют 

неровности, не имеющие структурированности [7]. Данные профили 

отражают изменения кинетики кристаллизации, происходящие в процессе 

роста. Таким образом, исследования микроморфологии ростовой 

поверхности могут позволить произвести оценку влияния условий роста на 
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механические напряжения и дефекты структуры приповерхностного слоя. 

Для описания гидродинамики в процессе роста используются 

известные критерии гидродинамического подобия [6, 8, 9]. Главным 

условием для выращивания качественных монокристаллов является 

наличие ламинарных течений, холодных и горячих потоков в расплаве, и 

отсутствие турбулентных. Потоки, сформированные естественной 

конвекцией являются вертикальными и замкнутыми, обусловлены 

температурным градиентом в расплаве и характеризуются критерием 

Грасгофа: 

 
3/2 3/2 2( ) /Gr g TH D d    ,  (1) 

где g  – ускорение свободного падения,   – коэффициент объемного 

расширения расплава, T  – разность температур на дне тигля и на 

поверхности расплава, H  – глубина расплава в тигле, D  – диаметр тигля, 
d  – диаметр кристалла,   – кинематическая вязкость расплава. Потоки 

сформированные вынужденной конвекцией возникают вследствие 

вращения выращиваемого кристалла и направлены от центра тигля к его 

краям, характеризуются критерием Рейнольдса (2): 

 
2 ln(1 2 / )

2( ) ln[1 / ( )]

r H r H
Re

R r r R r





 


  
, (2) 

где   – скорость вращения кристалла, r  и R  – радиусы кристалла и тигля 

соответственно. Перемешивание данных потоков создает турбулентные 

течения в расплаве, а ламинарными они становятся при условии равенства 

влияния вынужденной и естественной конвекций на общую 

гидродинамику, математически данное условие описываемого как [6]: 

  
2

Gr Re . (3) 

Практически данное условие наблюдается в виде вихрей Тейлора 

(см. рис. 1), устойчивые потоки в количестве 2-4 штук, вращающиеся 

вокруг кристалла с некой периодичностью, зависит от размеров кристалла 

и тигля, а также геометрических особенностей теплового узла.  

  
а б 

Рис. 1. Вихри Тейлора на поверхности расплава в количестве – два (а), три (б). 
Вследствие вращения кристалла и потоков вокруг него и образуется 

структура на боковой поверхности кристалла в процессе роста, 
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морфология которой зависит от устойчивости потоков. 

 

2. Образцы для исследований 

Для исследований были выращены два монокристалла парателлурита 

в направлении [110] при близких технологических условиях (см. рис. 2). 

  
а б 

Рис. 2. Монокристаллы парателлурита: а – № 1, б – № 2. 

  
а б 

Рис. 3. Зависимости диаметра кристаллов D  (а) и скорости роста V  (б) от времени в 

течении процессов выращивания. 

  
а б 

Рис. 4. Зависимости осевого температурного градиента в расплаве 
HT  (а) и 

соотношения критериев подобия  
2

/Gr Re  (б) от времени в процессе выращивания. 

Кристалл № 1 – 1425 г, 50 мм высота в «цилиндрической» части; 
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кристалл № 2 – 1450 г, 51 мм высота в «цилиндрической» части. Однако 

качественная оценка показала, что кристалл № 1 имеет повышенное 

оптическое рассеяние на дефектах структуры (дислокациях и 

дислокационных дефектах) и в нем присутствуют свили средних размеров 

(5-10 мм) в краевых зонах, вблизи боковой поверхности. У кристалла № 2 

наблюдается пониженное оптическое рассеяние, отсутствуют свили 

средних размеров; в малом количестве обнаружены мелкие свили (до 

5 мм). Из этого следует что кристалл №2 наиболее пригодным для 

изготовления элементов акустооптических устройств. Данное отличие по 

качеству обусловлено отклонениями в диаметре «цилиндрической» части в 

процессе вытягивания кристалла (см. рис. 3 а), что приводит к разным 

скоростям роста (см. рис. 3 б), так как данная скорость зависит не только 

от скорости поднятия штока, но и от скорости падения уровня расплава. 

Чем больше диаметр, тем больше скорость роста, при одинаковых 

параметрах, установленных на оборудовании, применяемом на ростовых 

установках. Всё это привело к различным температурным условиям (см. 

рис. 4 а) и динамике гидродинамических критериев (см. рис. 4 б) в 

расплаве. Если представить уравнение (3) в виде отношения числа 

Грасгофа к числу Рейнольдса в квадрате и сравнивать его с 1, то по 

полученным расчетам можно увидеть, что кристалл № 1 пересек границу 

равновесия естественной и вынужденной конвекций, в то время как 

кристалл № 2 на протяжении всего процесса рос в условиях 

превалирования естественной конвекции расплава. 

С данных кристаллов были срезаны боковые поверхности различной 

кристаллографической ориентации для дальнейших профилометрических 

исследований (см. рис. 5). 

 
Рис. 5. Образцы боковых поверхностей монокристаллов парателлурита. 

 

3. Профилометрические исследования ростовых поверхностей 

Для исследований рельефа использовался оптический профилометр 

NanoMap WLI1000 со специализированным программным обеспечением 

SPIP [10]. С помощью данного прибора были получены 3D и 2D профили 

ростовых поверхностей вдоль направления роста (см. рис. 6-7). Визуально 
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для кристалла № 1 наблюдается неоднородность в профиле, на 

поверхности присутствует как гладкие участки, так и неравномерные по 

высоте периодические структуры. В то же время, для кристалла №2 

структура поверхности выглядит наиболее упорядоченной с явной 

периодичностью на протяжении всего процесса. 
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Рис. 6. Кристалл № 1. 3D профиль (а) и 2 D профиль по направлению роста (б), 

соответствующие временной отметке процесса 49 часов и 3 D профиль (в) и 2 D 

профиль по направлению роста (г), соответствующие временной отметке процесса  

115 часов. 

Для численного сравнения профилей образцов были проведены 

Фурье-анализ и рассчитаны параметры шероховатости в точках, 

соответствующих временным отметкам роста (см. рис. 8). Фурье-анализ 

показал, что для образца №1 присутствует 3-4 фактора, влияющих на 

формирование поверхности, что, в свою очередь, свидетельствует о 

нестабильности потоков в расплаве вокруг кристалла. Для кристалла № 2 

Фурье-анализ показывает наличие малых периодичностей с небольшой 

интенсивностью, самый первый пик, соответствующий частоте – 1·10-5 нм-

1, является артефактом и соизмерим с линейными размерами 2D профиля. 

Таким образом, не смотря на то, что в процессе № 2 присутствовала 

нестабильность потоков, её вклад был меньше чем в процессе № 1.  
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Рис. 7. Кристалл № 2. 3D профиль (а) и 2D профиль по направлению роста (б), 

соответствующие временной отметке процесса 55 часов и 3D профиль (в) и 2D профиль 

по направлению роста (г), соответствующие временной отметке процесса 116 часов. 

0,00007 0,00014
0

20

40

60

80

100

120

Амплитуда, нм

 

 №1

 №2

, 1/нм  45 60 75 90 105
0

5

10

15

20

25

30
 №1 Sa1

 №2 Sa2

Sa

T, ч 
а б 

Рис. 8. Фурье анализ поверхности кристалла, взятый по 2D профилю в направлении 

роста в момент после выхода на максимальный диаметр (а) и параметр шероховатости 

Sa , рассчитанный для поверхностей согласно временным отметкам (б). 

Данный факт так же подтверждается равномерностью значений 

параметров шероховатости поверхности и тем что 2Sa  больше 1Sa  на 

протяжении почти всей поверхности вдоль направления выращивания. 
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4. Фрактальные параметры поверхностей 
Так же были проведены расчеты фрактальной размерности 

поверхностей кристаллов по 3D профилям вдоль направления роста  

(см. рис. 9). Анализ рис. 8 б и данной фрактальной зависимости 

(временной ход кривых) отражает в явном виде связь экспериментально 

измеренного параметра шероховатости и рассчитанного значения D . 

Кристалл № 2 более высокого оптического качества в основной 

цилиндрической части слитка (время роста более 55 часов) 

характеризуется более высокими значениями фрактальной размерности 

(см. рис. 9) и меньшими значениями параметра шероховатости  

(см. рис. 8 б). Объяснением данной зависимости может служить тот факт, 

что кристалл № 2 рос при более стабильных гидродинамических условиях 

и на рельефе боковой поверхности в меньшей степени проявилось влияние 

турбулентных потоков. 

40 60 80 100
2,0

2,1

2,2

2,3

 №1

 №2

D

T, ч  
Рис. 9. Зависимость фрактальной размерности поверхностей D  вдоль направления 

роста от времени процесса T . 

Степень относительного уклонения   боковой поверхности 

кристаллов от фрактала может быть оценена по формуле: 

 
9

0

log log log1

10 log

k k

k k

N Г D h

N




  
  ,  (4) 

где D  – фрактальная размерность фрактального множества, Г  – его D -

мерный (фрактальный) объем, N  – число кубиков размерами сторон h , 

которыми можно покрыть исследуемую поверхность. 

Результаты измерений при помощи программы Gwyddion [11] и 

разработанного авторами комплекса программ [12-14] показали, что 

значение   для первого кристалла в среднем 0,032, а для второго 

кристалла 0,023. Выполненные нами оценки показывают высокую степень 

близости структуры боковой поверхности исследуемых кристаллов 

парателлурита к фрактальным поверхностям. 

Анализ динамики фрактальной структуры боковой поверхности 

кристаллов можно провести на основе модели фрактальной 
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термодинамики [15], это направление изучения фрактальных систем, 

являющееся примером более общей концепции применения методов 

тропической математики к проблемам термодинамики различных 

динамических систем, предложенной и развиваемой В.П. Масловым [16]. 

Для анализа структуры боковой поверхности парателлурита можно 

использовать фрактальную энтропию 
fS  по аналогии со статистической 

физикой и фрактальную температуру 
fT , являющуюся функцией 

фрактальной размерности D  [17] 

 lnfS Г , 
1 1

fT a
n D n

 
   

 
. (5) 

Из (5) следует, что при D  = 0 значение 
fT  = 0. В нашем случае n = 3, 

поскольку поверхность кристалла вкладывается в трехмерное 

пространство. Параметры 
fS  и 

fT  представляют собой фрактальные 

параметры состояния. 

Поскольку фрактальные параметры Г  и D  связаны между собой, то 

между фрактальной энтропией 
fS , и фрактальной температурой 

fT  должна 

быть функциональная зависимость отражающая структуру динамической 

системы, описываемой данным фракталом. Характер этой зависимости и 

определяет фрактальное уравнение состояния (ФУС). В связи с тем, что 

0fS   при 0fT  , то конкретный вид ФУС можно выбрать в виде [12]: 

 f fS A T   . (6) 

Величина показателя степени   определяется как индекс ФУС. 

Наряду с фрактальными энтропией и температурой можно 

использовать фрактальный параметр состояния 
fE  – фрактальную 

энергию на основе соотношения [12]: 

 f f fdE T dS . (7) 

Подставляя (6) в (7) и интегрируя полученное выражение имеем [12]: 

 1

1 1
f f f fE T S AT  

 

  
 

. (8) 

Коэффициент a  в формуле (5) нами взят равным 207 [12] из соображений 

приведения в соответствие фрактальной и абсолютной шкал температур. 

Используя полученные данные и формулу (5), получена зависимость 

фрактальных термодинамических параметров 
fT  и 

fS  из которой следует, 

что индексы ФУС для первого и второго кристаллов   равны 

соответственно 0,1875 и 0,1575. Предстепенные коэффициенты A  при этом 

отличаются от их среднего значения для первого кристалла 14,0228 не 

более чем на 0,025431, а для второго, со средним значением A= 16,47086, 

не более чем на 0,053637. Проведенные нами оценки параметров ФУС A  и 
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  показали, что степенной характер зависимости фрактальных параметров 

состояния боковой поверхности кристалла парателлурита 
fS  и 

fT  

выполняется с точность порядка 10-3. Все это дает основание для 

успешного применения фрактальной термодинамики при анализе 

структуры боковых поверхностей кристаллов. 

220 240 260
1050

1200

1350

1500

1650

 №1

 №2

Ef

Tf  
Рис. 10. 

fE fT  диаграмма кристаллов парателлурита № 1 и № 2. 

Фрактальная энергия 
fE  боковой поверхности S кристаллов 

парателлурита является носителем уникальной информации о структуре 

кристаллов. Используя формулу (8) вычислены значения параметра 
fE  для 

различных значений 
fT . Диаграмма 

fE fT , отражающая функциональную 

зависимость этих параметров, представлена на рис. 10, т.е. уравнения ФУС 

для кристаллов № 1, 2 парателлурита на этапах роста их цилиндрических 

частей. При этом кривая первого кристалла располагается на 
fE fT  – 

диаграмме существенно выше кривой для второго кристалла. Это отвечает 

более совершенной структуре кристалла № 2, что характеризуется низким 

оптическим рассеянием излучения и отсутствием существенных 

оптических аномалий. При этом средние значения fE  соответственно 

равны для первого кристалла 1560,27 и 1214,56 для второго кристалла. 

 

5. Заключение 

Выращивание монокристаллов в условиях удержания равенства 

влияний вынужденной и естественной конвекций в расплаве с 

формированием соответствующих ламинарных потоков приводит к 

возникновению колебательных процессов при движении расплава и 

отрицательно сказывается на структурном качестве материала, так как 

слои монокристалла растут при превалировании разных типов конвекций. 

Влияние нестабильности гидродинамических потоков в расплаве 

выражается в виде неоднородности профиля по значениям параметров 

шероховатости и фрактальной размерности боковой ростовой поверхности 
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монокристалла. Стабильные гидродинамические потоки при выращивании 

кристалла обуславливают низкие значения параметров шероховатости и 

высокое структурное качество материала.  

Фрактальные параметры, относящиеся в том числе к фрактальной 

термодинамике [12], могут быть использованы для оценки качества 

кристаллов в методах неразрушающего контроля при разработке 

соответствующего математического и аналитического аппарата. 
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Original paper 

MICROMORPHOLOGY AND FRACTAL PARAMETERS OF GROWTH SURFACES OF 

SINGLE CRYSTALS OF PARATELLURITE 

S.V. Molchanov, S.A. Tretyakov, I.A. Kaplunov, A.M. Ivanov, V.S. Stepanov, V.P. Tsvetkov, 

I.V. Tsvetkov, S.A. Mikheev 

Tver State University, Tver, Russia 

DOI: 10.26456/pcascnn/2023.15.787 

Abstract: This paper presents studies of the influence of growth conditions of paratellurite single 

crystals on the side surface of grown boules and the possibility of assessing the quality of crystals 

based on the values and dynamics of the roughness parameters and fractal parameters of juvenile 

surfaces. Two single crystals were grown under similar technological conditions and differing from 

each other in structural quality. Their lateral surfaces were studied using the optical interference 

profilometer NanoMap 1000WLI employing SPIP and Gwyddion softwares. As a result, roughness 

parameters of profiles, and fractal parameters of crystal surfaces along the growth direction were 

obtained,. It was concluded that under conditions corresponding to the formation of stable flows in the 

melt, the values of the surface roughness over the entire length of the crystal is less than 5 μm, and the 

fractal energy parameter can be used as a marker of the quality and homogeneity of crystals. 
Keywords: paratellurite single crystals, untreated crystal surface, roughness parameters, fractal 

parameters. 
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