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Аннотация: В данной работе рассмотрена зависимость модуля нормальной упругости 

Юнга мезопористого материала от геометрических характеристик (объема и формы) 

распределенных в материале пор. Геометрические особенности пор задавались в 

рамках фрактально-геометрического подхода величинами их эффективного диаметра и 

фрактальной размерности. Приведенные оценки свидетельствуют о том, что 

характерный для наноразмерных частиц эффект, связанный с существенной 

зависимостью модулей упругости от размера и формы частицы, может также 

реализовываться в мезопористых (характерный размер пор от 5 до 50 нм) материалах, 

притом что сами мезопористые объекты могут иметь макроскопические размеры. На 

примере пористого серебра показано, что уменьшение объема пор и «усложнение» их 

морфологии приводят к заметному снижению модуля нормальной упругости. 

Результаты получены в рамках когезионной модели. 

Ключевые слова: модуль упругости, мезопористые материалы, фрактальная 

размерность, когезия, распределения по размерам, формула Харди-Рамануджана-

Радемахера. 
 

В течение нескольких последних десятилетий интерес 

исследователей привлекают уникальные свойства микро- и наноразмерных 

частиц, нетипичные для структур макроскопического размера [1]. Частицы 

малого объема отличаются зависимостью температур фазовых переходов I 

и II рода (плавления, магнитных превращений, перехода в 

сверхпроводящее состояние и т.п. [2-4]), температуры Дебая [5] и 

транспортных свойств [6], термодинамических [7, 8], механических [9, 10] 

и других характеристик от морфологии, при этом сами характеристики 

могут существенно отличаться от значений для макроразмерных объектов. 

Данные особенности в значительной степени связаны с ростом доли 

низкоскоординированных атомов приповерхностного слоя, обладающих 

отличными от атомов «в объеме» характеристиками, при уменьшении 

размера частицы и усложнении ее формы и могут быть описаны в рамках 

существенно различных подходов. В случае двухкомпонентных (и более 

[11]) систем от размера и формы частицы зависят состав сосуществующих 

при данной температуре фаз и весь комплекс температур фазовых 

переходов (ликвидус, солидус [12, 13], верхняя критическая температура 

растворения [14, 15] и т.д.), а их зависимость от морфологии связана с 
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реализацией нескольких механизмов, которые могут быть 

конкурирующими [16, 17]. Реализация подобных эффектов в 

наноразмерных частицах и композитах на их основе может существенно 

изменить физико-химические свойства функциональных наноматериалов 

[18, 19]. 

При этом необходимо отметить, что высокие значения удельных 

поверхностей достижимы не только в случае нанопорошковых или 

нанокомпозиционых материалов, но и в мезопористых материалах (с 

размерами пор в 5-50 нм), при этом сами мезопористые объекты могут 

иметь макроскопические размеры. В этом случае комплекс физико-

химических свойств таких материалов в значительной степени становится 

зависящим от морфологии пор. К примеру, предложенные нами в работах 

[20, 21] оценки свидетельствуют о возможности получения 

макроскопических образцов ферромагнитных мезопористых материалов с 

существенно сниженными значениями температур магнитных 

превращений, зависящими от объема и фрактальной размерности пор. В 

настоящей работе в рамках когезионной модели рассмотрена зависимость 

от морфологии пор упругих характеристик мезопористых материалов. 

Объектом моделирования является мезопористый материал с 

заданной объемной долей пор  . Морфология пор описывается с 

использованием двух параметров – эффективного диаметра поры, 
effd , 

равного диаметру сферы, имеющей тот же самый объем, что и 

рассматриваемая пора, а также фрактальной размерности поры D , 

задающей связь ее объема V  и площади поверхности A :  
2

3 6
D

effA C d  

(об использовании данного параметра см. также [6, 16, 19, 22, 23]). Для 

структур «простой», регулярной геометрической конфигурации 3D  , для 

объектов со «сложной», нерегулярной морфологией 3D   и не является 

целым числом. Примеры структур с различной фрактальной размерностью 

приведены, например, на рис. 2(a) в [6]. При равных   величины 
effd  и D  

определяют величину удельной поверхности материала  

spA , связанной с долей атомов, находящихся на поверхности материала и 

обладающих отличными от атомов «в объеме» характеристиками, что 

приводит к существенной зависимости целого ряда свойств мезопористых 

материалов от характеристик пор (см. подробнее [20, 21]). Для оценки 

влияния морфологии пор на упругие характеристики материала (модуль 

нормальной упругости Юнга), воспользуемся предложенной авторами [9, 

10] связью модуля Юнга с энергией когезии материала (сравнение 

полученных авторами зависимостей на примере наночастиц серебра с 

экспериментальными данными показало удовлетворительное соответствие. 

Ниже серебро также используется в качестве модельного материала): 
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por bulk por bulkY Y E E (здесь porY  и porE  – модуль нормальной упругости и 

энергия когезии пористого материала соответственно; bulkY  и bulkE  – те же 

характеристики для материала в отсутствии пор). 

В 1 г пористого материала содержится N  атомов, где 

 3
6 1 

at
N g d     , где 

effd  – атомный диаметр,   – объемная плотность 

упаковки кристаллической структуры материала,   – плотность 

материала. Множитель 1 g  введен для согласования размерностей. Из них 

на поверхности пор находится sN  атомов:  2 2
6 1 

s sp at at eff
N A d k g d d      , 

где spA  – удельная поверхность материала,   – поверхностная плотность 

упаковки кристаллической структуры. Таким образом, sN  связано с N  

следующим образом:  

      
2 21

3 336 1 
s effN NN g k d      ,  

62 31
6 DD

effk C d


  (1) 

Здесь k  имеет геометрический смысл отношения между площадью 

поверхности структуры с фрактальной размерностью D  и площадью 

поверхности сферы равного объема. Оценка величин энергии когезии 

сплошного и пористого материалов производится с использованием 

соотношений, предложенных F. Aqra и A. Ayyad [24]: 

  
1 1 1

, .
2 2 4

bulk b por b s sE N E N N N  
 

    
 

 (2) 

Здесь b  –  энергия одной связи,   – первое координационное число. 

Из приведенных выше соотношений получим: 

 

   

   

1
21

3 33

1
21

3 33

1 3
1 6 1 ,

2 4

3
1 6 1 .

4

por b eff

por bulk eff

E N g k d N

Y Y g k d N

    

  





 
    

 

 
    

 

 (3) 

Результаты оценки зависимости нормального модуля упругости от 

морфологии пор приведены на рис. 1. Расчеты произведены для серебра, 

обладающего ГЦК-структурой во всем диапазоне температур до 

температуры плавления ( 0,74  , 0,91   [25]). Для Ag : 290,8atd   пм, 

10,5   г/см3 при н.у. Современные методы получения пористых 

материалов позволяют достигать высоких значений удельных 

поверхностей (от 500 м2/г [26] до 1000 м2/г [27] и даже нескольких тысяч 

м2/г [28]). В настоящей работе мы ограничиваемся не слишком высокими 

значениями spA  не превышающими 200-300 м2/г ( 0,85  ). 

Для сплошного Ag  при н.у. bulkY 80 ГПа. Без ограничения общности 

4C  . Как видно из рис. 1, уменьшение 
effd  сопровождается ростом 
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величины 
por effY d  , что позволяет ожидать еще более заметных 

изменений упругих модулей при переходе от мезопористых к 

нанопористым материалам при сохранении значения  . Отметим также, 

что результаты использования когезионной модели [9, 10] для наночастиц 

не только подтверждаются сравнением с результатами эксперимента, но и 

соответствуют аналогичным результатам, полученным в рамках других 

подходов, например, результатам М.Н. Магомедова с использованием 

 RP vac -модели и потенциала Леннарда-Джонса [29], где при изобарно-

изотермическом уменьшении объема нанокристалла также зафиксировано 

падение модуля упругости. На основе данных [30], зависимость сдвигового 

модуля упругости мезопористого материала от морфологии пор 

аналогична предложенной выше для модуля Юнга. 
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Рис. 1. Оценки зависимости модуля нормальной упругости Юнга 

por
Y  для 

мезопористого серебра от морфологии пор (эффективного диаметра 
eff

d  и фрактальной 

размерности D ). 

 

Полученные выше результаты могут быть обобщены переходом от 

«мономорфологических» мезопористых материалов к 

«полиморфологическим», характеризуемым функциями распределения пор 

по морфологическим характеристикам. Комплекс многочисленных 

экспериментально полученных распределений пор такого рода (см., 

например, в [31]) позволяет утверждать, что математически они могут 

быть описаны путем адаптации подходов, изначально предложенных в 

работах [32-35]. В таком случае средние значения фрактальной 

размерности поры D , эффективного диаметра 
eff

d , а также среднего 
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«стехиометрического числа» [32, 33] поры 
p

  (числа атомов, 

необходимого для «заполнения» поры до формирования правильной 

сплошной структуры,  
3

por eff at
d d  ) рассчитываются как [34, 35] 

 

 

 

 

 

       
1

, , , ,

,    ,  

,    , ,, ,

i D i por por por D i por por

i i

p

eff at D i por por D i por por

i i

D f D N d f D N d

D
N N

d N d f D d N f D N d

    



   


 
 

   

  

  

 (4) 

где  , ,D porf D N  – функции распределения по размерам пор с фрактальной 

размерностью D , полученные с использованием теории разбиений и 

асимптотической оценки для формулы Харди-Рамануджана-Радемахера 

[34]:  

  , ,D porf f D N ~
 , ln

exp -
por porf D RT f

RT

U 
 
 
 

, (5) 

  
2 2

exp - -
- 3 3

por por

por

N
f N f N

N f

   

    
   

. 

Здесь  ,por DU   – энергетическая характеристика образования 

дефектов (пор) с данными стехиометрическим числом и фрактальной 

размерностью (см. подробнее в [32, 33]). Пределы интегрирования в 

выражениях (4) соответствуют диапазону рассматриваемых 

стехиометрических чисел, суммирование же производится для выборки 

распределений с  2,3
i

D   и произвольно выбранным шагом. 
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Short Communication 

SEVERAL NOTES ON THE ELASTIC PROPERTIES OF MESOPOROUS MATERIALS 

A.V. Shishulin1, A.V. Shishulina2 
1Pleiades Publ. Ltd, Moscow, Russia 

2R.E. Alekseev Nizhny Novgorod State Technical University, Nizhny Novgorod, Russia 

DOI: 10.26456/pcascnn/2023.15.308 

Abstract: In this paper, the dependence of the Young’s elastic modulus of a mesoporous material on 

the geometric characteristics (volume and shape) of pores has been analyzed. The geometric 

characteristics of pores have been determined in the framework of the fractal-geometry approach by 

the values of their effective diameter and fractal dimension. The presented estimates demonstrate that 

the effect (being characteristic of nanoscale particles), which consists a significant dependence of 

elastic moduli on the size and shape of a particle, can also be realized in mesoporous materials (the 

pore size being form 5 up to 50 nm) while the mesoporous samples themselves can be of macroscopic 

dimensions. Using the example of mesoporous silver, it has been shown that reducing the pore size 

and «complicating» the pore shape lead to a significant decrease in the Young’s elastic modulus. The 

results have been obtained in the framework of the cohesive energy-based model. 

Keywords: elastic modulus, mesoporous materials, fractal dimension, cohesion, size distributions, 

Hardy-Ramanujan-Rademacher formula. 
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