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ЗАВИСИМОСТЬ СВОЙСТВ ОТ РАЗМЕРА И ФОРМЫ 

НАНОКРИСТАЛЛА ЗОЛОТА В ИЗОБАРИЧЕСКИХ УСЛОВИЯХ 
Э.Н. Ахмедов 

ФГБУН «Институт проблем геотермии Дагестанского научного центра  

Российской академии наук» 

367030, Махачкала, пр-т Шамиля, 39-а 

aen-code@yandex.ru 

DOI: 10.26456/pcascnn/2018.10.053 

Аннотация: Используя RP-модель нанокристалла, рассчитано уравнение состояния 

золота. На основе данного уравнения получена изобарическая ( 0P  ) зависимость 

температуры плавления от размера и формы нанокристалла. Показано, что чем сильнее 

форма нанокристалла отклоняется от энергетически оптимальной формы, тем при 

больших размерах достигается точка начала кристаллизации. Аппроксимация таких 

точек для различных форм позволила определить температуру начала кристаллизации 

макрокристалла Au : ( , 0) 921crT N P    К, которая совпала с правилом Турнбулла. 

Ключевые слова: уравнение состояния, нанокристалл, золото, размер, форма. 

 

1. Введение 

Размерные зависимости различных свойств нанокристаллов 

рассчитываются давно, как аналитически, так и численными (Монте-

Карло, молекулярная динамика) методами [1-5]. Но в большинстве 

методов расчета остается неясным при каких условиях получены эти 

размерные зависимости: при изохорическом, или изобарическом процессе? 

В большинстве теоретических методик, ввиду отсутствия уравнения 

состояния нанокристалла, размерные зависимости рассчитывают при 

изохорическом уменьшении размера. Но все экспериментальные 

зависимости получают в изобарических условиях. Поэтому в данной 

работе на основании RP-модели из [6, 7] сначала было рассчитано 

уравнение состояние ( P ) нанокристалла, а потом изучена изобарическая 

(при 0P  ) зависимость различных свойств, как от размера, так и от формы 

поверхности нанокристалла золота. 

 

2. Постановка задачи 

Пусть межатомное взаимодействие описывается потенциалом  

Ми–Леннард–Джонса [6, гл. 3]: 

  
 

b a

o or rD
r a b

b a r r


    
     

      

, (1) 

где D  и or  – глубина и координата минимума потенциала, 1b a   – 

численные параметры. 

Ограничение системы поверхностью приведет к обрыву связей на 

границе. Поэтому если использовано приближение «взаимодействия 
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только ближайших соседей», то значение первого координационного числа 

nk  будет зависеть как от размера, так и от формы нанокристалла [6, 7]. При 

этом структуру кристалла полагаем неизменной constpk  , где 
pk – 

коэффициент упаковки. Тогда удельная (на атом) свободная энергия 

Гельмгольца (при использовании приближения «взаимодействия только 

ближайших соседей», и для колебательного спектра одноатомного 

нанокристалла модели Эйнштейна) при температуре T  имеет вид [6, 8]: 

  
1

3 ln 1 exp
2 2

n E
E B E

E

k D T
f U R k

T

        
           

       

, (2) 

где 
Bk  – постоянная Больцмана, E  – это температура Эйнштейна, которая 

связана с температурой Дебая соотношением:  4 / 3 E   ,  U R  – функция 

потенциальной энергии, которая, в соответствии с (1), равна: 

 
b aaR bR

U R
b a

 
  

 
, 

где /oR r c  – линейная относительная плотность кристалла, 

 
1/3

6 /pc k V N     – расстояние между центрами ближайших атомов,  

V  – объем нанокристалла из N  атомов. 

Температуру Дебая определим выражением [6, 9]: 

    
 

1/2

2

8
, , 1 1

,
n w n

B w n

D
k c A k c

k A k c



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          

, (3) 

где введены обозначения: 
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ћ
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 
9

nk
 


, (4) 

m  – масса атома, ћ  – постоянная Планка. 

Для определения размерных зависимостей используем модель 

нанокристалла в виде прямоугольного параллелепипеда (RP-модель), 

форму которого можно варьировать с помощью параметра формы:

/ps pof N N . Он определяется отношением числа атомов на боковом ребре 

psN  к числу атомов на ребре основания 
poN  прямоугольного 

параллелепипеда. В рамках RP-модели изменение нормированного 

среднего значения первого координационного числа при вариации N  и f  

определяется согласно [6, 7]:  

 

3/1
2

)(1
)(

),(
*













 
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


N
fZ

k

fNk
k s

n

n
n , (5) 

где    n nk k N    – первое координационное число для макрокристалла, 
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 / 6 pk   – параметр структуры. 

Объем, площадь поверхности и диаметр ( d  – расстояние между 

центрами наиболее удаленных атомов модели) для RP-модели равны: 

 3 3 3

poV N fc N c  ,        
2/326 s Sc N Z f   , (6) 

      
1/2 1/32 1/22 3po d d dd N f c c N Z f     . (7) 

Здесь коэффициенты 
s  и 

d  учитывают плотность упаковки атомов на 

грани и на ребре нанокристалла 2/3

s   и 1/3

d  . 

Функции формы для площади ( )N  (и для ( )nk N  из (5)) и для 

диаметра ( )d N  имеют вид: 

   2/3

2 1

3
s

f
Z f

f


 ,      

1/2
2

1/3

1 2

3
d

f
Z f

f

 
  

 
. (8) 

Эти функции достигают минимума при 1f  , т.е. для наиболее 

оптимальной формы параллелепипеда – куба, где    1 1 1s dZ f Z f    . Как 

видно из (6)-(8), объем RP-модели не зависит от ее формы, но значения   и 

d  из (6) и (7) (как и *

nk  из (5)) зависят от параметра f , т.е. от формы 

прямоугольного параллелепипеда.  

Температура плавления рассчитывалась по формуле, полученной в 

[10], на основании критерия Линдеманна: 

 

2 2
2

* * *( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

m
m

m

T N N c N
T N c N

T c

   
                

. (9) 

Используя формализм RP-модели можно рассчитать зависимость 

удельной свободной энергии Гельмгольца из (2) как от размера, так и от 

формы нанокристалла простого вещества если известны структура 

вещества и параметры межатомного потенциала (1).  

 

3. Результаты и обсуждение 

Для расчетов возьмем кристалл золота ( ( )=196,967m Au  а.е.м.), с 

гранецентрированной кубической структурой решетки, т.е. 12nk  , 

0,7405.pk  Исследуя теплофизические свойства макрокристалла Au  на 

основе методики, опробованной в [11] на молибдене, нами были 

определены параметры парного межатомного потенциала Ми-Леннард-

Джонса (1) путем подгонки под уравнение состояния, модуль упругости и 

коэффициент теплового расширения макрокристалла золота. Они имеют 

следующие значения: 
102,8751 10or
  м,   2,93a  ,   12,82a  ,   / 7411,5 KBD k  . 

На рис. 1 представлена изотерма уравнения состояния для 

макрокристалла золота при 300T   K (сплошная линия) в сравнении с 
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данными других авторов (символы) из работ [12-15]. Как видно из рис. 1 

наши расчёты дают хорошее согласие с данными других авторов, особенно 

при низких давлениях, что важно при расчёте размерных свойств, так как 

расчёты проводились нами при низких давлениях.  

Определив параметры межатомного потенциала, и, предполагая, что 

они не зависят от размера, мы рассчитали уравнения состояния 

нанокристалла золота с учётом его размера и формы. На рис. 2 показано 

уравнение состояния, которое рассчитывалось путем численного 

дифференцирования функции (2) по удельному объему /v V N : 

 E T
P f v    . Расчет зависимости  P v  был проведен от размера 

макрокристалла (т.е. при 100poN   и 1f  , т.е. 61,4 10N   , где выполняется 
* 1nk  ) – пунктирная линия, до минимального (в рамках RP-модели) размера 

нанокристалла (при 2poN   и 1f  , т.е. 11N  ) – сплошная линия. 

 

0,8 0,9 1,0
0

20

40

60

80

100

120

140

P, ГПа

v/v
0

 Present work

 P.I. Dorogokupets et al. [14]

 K. Takemura et al. [13]

 M. Youkoo et al. [12]

 S.M. Dorfman et al. [15]

 
Рис. 1. Уравнение состояния макрокристалла золота при 300T   K. Символами 

показаны экспериментальные и расчетные данные различных авторов из работ [12-15]. 
 

Из рис. 2 видно, что при определенном значении относительного 

объема 0 0( / )v v  изотермические зависимости 0( / )P v v  для нанокристалла и 

макрокристалла пересекаются. Таким образом, в точке: 0 0  1,( / 0 01) 0 3v v   и 

( 11, 1) 8,13P N f    ГПа, поверхностное давление равно нулю: 

0 0( / ) (Macro) ( 11, 1) 0sfP v v P P N f     . 

В отличие от работ других авторов значения *( )N  и *( )c N  

определялись нами с учетом поверхностного давления при изобарическом 

( 0P  ) уменьшении размера нанокристалла.  

На рис. 3 и 4 приведены изобарические зависимости функций *  и *c  

от lg( )N , полученные при 0P   и температуре плавления макрокристалла  
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( 1337T   K). Символами на рис. 3-6 показаны значения 3 /poN fN   – для 

стержня (при 1f  ) и 3 2/ ( )psN N f   – для пластины (при 1f  ), полученные 

при данном f  и при 
poN  или 2,3, ,100psN  . Изоморфы с квадратами 

соответствуют нанокристаллам кубической формы ( 1f  ), а изоморфы с 

кружками получены для нанокристаллов стержневидной формы ( 5f  ). 

0,96 1,00 1,04 1,08 1,12
0

2

4

6

8

10

12

14

16

18

20
 N

po
=2, N=11

 N
po

=100, N=1410
5

v/v
0

P, ГПа

 
Рис. 2. Изотермо-изоморфные для 1337T   K, 2poN   и 100poN   зависимости 

давления от нормированного объема нанокристалла из 11N   – сплошная линия и 
514 10N    – пунктирная линия. 

 

1 2 3 4 5 6 7
0,70

0,75

0,80

0,85

0,90

0,95

1,00

lg(N)

 f=1

 f=5


*

 
Рис. 3. Размерные изоморфно-изобарические зависимости нормированной на значение 

для макрокристалла температуры Дебая для двух форм: кубической ( 1f  ) и 

стержневидной ( 5f  ). 
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Из рис. 2 видно, что давление в нанокристалле при 
0 0 0( / ) ( / )v v v v

больше чем в макрокристалле, и для того чтобы соблюсти изобаричность 

0P   необходимо увеличить межатомное расстояние (как это видно из 

рис. 4), что облегчает плавление нанокристалла. 
 

1 2 3 4 5 6 7
1,000

1,004

1,008

1,012

1,016

lg(N)

 f=1

 f=5

c
*

 
Рис. 4. Размерные изоморфно-изобарические зависимости нормированного на значение 

для макрокристалла среднего расстояния между центрами ближайших атомов для двух 

форм: кубической ( 1f  ) и стержневидной ( 5f  ). 
 

Полученная нами изобарическая зависимость функции mT  от lg( )N  

представлена на рис. 5, где также приведены размерные зависимости 

других авторов. Наши кривые рассчитаны для двух форм нанокристалла 

при изохорическом и изобарическом процессах. 
 

1 2 3 4 5 6
300

400

500

600

700

800

900

1000

1100

1200

1300

1400

 Настоящая работа f=1, P=0

 Настоящая работа f=5, P=0

 Настоящая работа f=1, R=1

 Настоящая работа f=5, R=1

 J.H. Shim et al. [4]

 H.B. Liu et al. [5]

 Н.Ю. Сдобняков и др. [3]

 P. Bufat et al. [1]

 D.S. Bertoldi el al., Ур. (14) [2]

 D.S. Bertoldi el al., Ур. (6) [2]

T
m
, K

lg(N)  
Рис. 5. Размерная зависимость температуры плавления золота в сравнении с данными 

других авторов. 
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Изобарическая зависимость функции 
mT  от 1/3N   при разных формах 

нанокристалла представлена на рис. 6 для 1f   и на рис. 7 для 1f  . Как 

видно из рис. 5-7 зависимость ( )mT N  усиливается при отклонении формы 

нанокристалла от формы куба. Для RP-модели кривые ( , 0)mT N P   на 

рис. 5-7 заканчиваются при минимально  возможном размере 

нанокристалла: 11crN   для куба. Величина crN  увеличивается при 

отклонении значения f  от единицы, т.е. при деформации кубической 

формы нанокристалла. 
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Рис. 6. Размерная изобарная ( 0P  ) зависимость температуры плавления для 

стержневидных нанокристаллов. 
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Рис. 7. Размерная изобарная ( 0P  ) зависимость температуры плавления для 

пластинчатых нанокристаллов. 
 

Если рассматривать конечные точки размерной зависимости 

температуры плавления ( , 0)m crT N P  , как точки начала кристаллизации, то 
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их аппроксимация даст зависимость температуры кристаллизации ( crT ) от 

размера, т.е. MIN[ ( , 0)] ( , 0)m cr crT N P T N P   .  

На рис. 8 показана аппроксимация конечных точек размерной 

зависимости 1/3( , 0)m crT N P   для пластинчатых и стержневидных форм, 

которая определяет температуру начала кристаллизации: 1/3( , 0)crT N P  . 

Звёздочками на рис. 8 показаны оценки 1/3( )crT N  , полученные в [3] методом 

Монте-Карло. Экстраполяция зависимости 1/3( , 0)crT N P   на макрокристалл 

(т.е. на 1/3 0N   ) дала значение: ( , 0) 921crT N P    К для стержней и 

1146  К для пластин, как это показано на рис. 8. Это хорошо согласуется с 

правилом Турнбулла [16] для отношения температуры начала 

кристаллизации к температуре плавления для макрокристалла чистого 

металла при 0P   [10]: / 0,7 0,867cr mT T   . 
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Рис. 8. Аппроксимация конечных точек размерной зависимости 1/3( )m crT N   для 

пластинчатых и стержневидных форм. 

 

4. Заключение 

Таким образом, получена размерная изобарическая зависимость 

температуры плавления нанокристалла Au  при 0P  , которая лучше 

согласуется с экспериментальной зависимостью из [1], чем рассчитанная 

изохорическая зависимость. Показано, что чем сильнее форма 

нанокристалла отклоняется от энергетически наиболее оптимальной (для 

RP-модели это куб), тем при больших crN  достигается точка начала 

кристаллизации. Аппроксимация таких значений crN  для различных форм 

позволила оценить размерную зависимость температуры начала 

кристаллизации нанокапли золота. 
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GOLD NANOCRYSTAL PROPERTIES DEPENDENCE ON SIZE AND SHAPE  

AT ISOBARIC CONDITIONS 

E.N. Akhmedov 
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Abstract: Using the nanocrystal RP-model, the state equation of a gold was calculated. On the basis 

of this equation the isobaric dependence of the melting temperature on the size and shape was obtained 

at 0P  . It is shown, that the stronger the shape of the nanocrystal deviates from the most 

energetically effective one, the bigger the size of the nanocrystal at the crystallization start point. 

Approximation of such points for various shapes made it possible to determine the crystallization start 

temperature of the Au  macrocrystal: ( , 0) 921crT N P    K, which coincided with the rule of 

Turnbull. 

Keywords: equation of state, nanocrystal, gold, size, shape. 
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