
Министерство науки и высшего образования 
Российской Федерации 

Федеральное государственное 
бюджетное образовательное учреждение 

высшего образования 
«Тверской государственный университет» 

ФИЗИКО-ХИМИЧЕСКИЕ АСПЕКТЫ 

ИЗУЧЕНИЯ КЛАСТЕРОВ, 

НАНОСТРУКТУР 

И НАНОМАТЕРИАЛОВ 

PHYSICAL AND CHEMICAL ASPECTS 

OF THE STUDY OF CLUSTERS, 

NANOSTRUCTURES AND 

NANOMATERIALS 

FIZIKO-HIMIČESKIE ASPEKTY 

IZUČENIÂ KLASTEROV, 

NANOSTRUKTUR I NANOMATERIALOV 

МЕЖВУЗОВСКИЙ СБОРНИК НАУЧНЫХ ТРУДОВ 

в ы пу с к  11  

ТВЕРЬ 2019 



УДК 620.22:544+621.3.049.77+539.216.2:537.311.322: 530.145 

ББК Ж36:Г5+В379  

Ф50 
 

Рецензирование статей осуществляется на основании Положения о 

рецензировании статей и материалов для опубликования в Межвузовском 

сборнике научных трудов «Физико-химические аспекты изучения кластеров, 

наноструктур и наноматериалов». 

 

Официальный сайт издания в сети Интернет: 

https://www.physchemaspects.ru 

 

Ф50  Физико-химические аспекты изучения кластеров, наноструктур и 

наноматериалов [Текст].  Тверь: Твер. гос. ун-т, 2019.  Вып. 11.  680 с.  

 

Зарегистрирован Федеральной службой по надзору в сфере связи, 

информационных технологий и массовых коммуникаций, свидетельство о 

регистрации СМИ ПИ № ФС 7747789 от 13.12.2011. 

 

Издание составлено из оригинальных статей, кратких сообщений и 

обзоров теоретического и экспериментального характера, отражающих 

результаты исследований в области изучения физико-химических 

процессов с участием кластеров, наноструктур и наноматериалов физики, 

включая межфазные явления и нанотермодинамику. Сборник 

предназначен для научных и инженерно-технических работников, 

преподавателей ВУЗов, студентов и аспирантов. Издание подготовлено на 

кафедре общей физики Тверского государственного университета. 

Переводное название: Physical and chemical aspects of the study of 

clusters, nanostructures and nanomaterials 

Транслитерация названия: Fiziko-himičeskie aspekty izučeniâ klasterov, 

nanostruktur i nanomaterialov 

 

 УДК 620.22:544+621.3.049.77+539.216.2:537.311.322: 530.145 

 ББК Ж36:Г5+В379 

 

Print ISSN 2226-4442 

Online ISSN 2658-4360 
 

 

© Коллектив авторов, 2019 

© Тверской государственный 

университет, 2019 



 

 

 

УДК 519.68 Оригинальная статья 
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Аннотация: Изложена общая схема метода интегрирования дифференциальных 

уравнений второго порядка в виде степенных рядов. Приведены результаты расчетов 

для уравнения Шредингера с потенциалами с двумя и тремя минимумами для 

квантовых ангармонических осцилляторов. Необходимая точность расчетов 

контролируется числом членов в степенных рядах и количеством знаков в мантиссе 

десятичных чисел. Показана структура расположения энергетических уровней и 

волновые функции. 

Ключевые слова: обыкновенное дифференциальное уравнение, энергетический спектр, 

волновая функция, обобщенные степенные ряды. 

 

В настоящее время объектами интенсивных экспериментальных и 

теоретических исследований являются, в частности, полупроводниковые 

наноструктуры. В них движение электронов (носителей электрического 

тока) ограничено и в результате существенно меняется большинство 

электронных свойств. Движение электронов в микроскопических 

полупроводниках подчиняется законам квантовой механики и описывается 

уравнением Шредингера с потенциалом, имеющим несколько локальных 

минимумов, разделенных барьерами с классически запрещенными 

областями движения, но возможными из-за квантового явления 

туннелирования [1-6]. 

В данной работе изложен метод интегрирования уравнения 

Шредингера в виде степенных рядов, предложенный ранее в работе [6], и 

приведены результаты расчетов для уравнения Шредингера с 

потенциалами с двумя и тремя минимумами для квантовых 

ангармонических осцилляторов. Представлен также алгоритм построения 

линейно независимых решений для одномерного уравнения Шредингера, с 

помощью которых определяется волновая функция [7-9]. 

В соответствии с этим методом для интегрирования уравнения 

Шредингера 

 
2

2
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( ) ( ) ( )

2

d
V x x E x

dx
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где ( )V x  – потенциальная функция, ( )V   , ( )x  – квадратично 

интегрируемая функция на ( , )  , ( ) ( ) 0     , E  – собственные 

значения, вначале решается задача Коши для дифференциального 

уравнения 

  ( ) 2 ( ) ( ) 0y x E V x y x     (2) 

с начальными данными 

 1 0

1 0

( , ) , 0,

( , ) 0,

y x E a a

y x E

 

 

 и 2 0

2 0

( ) , 0,

( ) 1,

y x b b

y x

 

 

 (3) 

находятся два линейно независимых решения 1( , )y x E  и 2( , )y x E  в виде 

явных степенных рядов, в общем, с произвольным числом N  членов, и 

строится общее решение 

 1 1 2 2( , ) ( , ) ( , )y x E C y x E C y x E  , 1 2,C C const , (4) 

которое содержит величину E  как параметр. 

В общем решении (4) содержится искомая собственная функция ( )x  

уравнения Шредингера, которая с учетом граничных условий 

удовлетворяет следующей однородной линейной системе алгебраических 

уравнений 

 1 1 2 2

1 1 2 2

( , ) ( , ) 0

( , ) ( , ) 0

C y E C y E

C y E C y E

     


     
, (5) 

нетривиальное решение которой определяет спектр собственных значений 

  0n nE 


 и функций   0( )n nx 


. 

Разработана символьно-численная программа в среде Maple, 

реализующая изложенный выше метод решения уравнения Шредингера 

(1), и с ее помощью получены представленные результаты для следующих 

потенциалов 

  
2

2 2( )V x x a px   , (6) 

 2 4 6( )V x Ax Bx Cx   , (7) 

где p , 0, 0, 0A B C    – параметры. 

Для уравнения Шредингера (1) с потенциалом (6) при значениях 

параметров 0,8   и 2a   в Таблице 1 и на рис. 1 приведен энергетический 

спектр в зависимости от параметра асимметрии p . 

На рис. 1 при тех же значениях параметров потенциала приведен 

график зависимости значений энергетических уровней от параметра p , из 

которого видны избегнутые пересечения уровней энергии. Второе 

слагаемое в потенциале (6) описывает внешнее возмущение, амплитуда p  

которого управляет положением как энергетических уровней, так и их 

избегнутых пересечений. На рис. 2 показана структура расположения 
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энергетических уровней и волновые функции при величине амплитуды 

внешнего возмущения 1,25p  . 
 

Таблица 1. Энергетический спектр асимметричного ангармонического квантового 

осциллятора (1), (6) при 0.8  , 2a   и 132N   

n  
nE  0p   0,5p   1p   1,5p   2p   2,5p   3p   

0 
0E  2,4755 1,5126 0,5391 -0,4444 -1,4378 -2,4406 -3,4524 

1 
1E  2,4756 3,4274 4,3677 4,5380 3,6416 2,7340 1,8158 

2 
2E  7,1458 6,2932 5,4221 5,2959 6,2112 7,1130 6,7854 

3 
3E  7,1538 7,9906 8,8134 9,0991 8,3458 7,5735 8,0003 

4 
4E  11,0875 10,5361 9,8339 9,6185 10,3954 11,1298 11,1462 

5 
5E  11,3693 11,8720 12,3917 12,5787 12,2624 11,7751 11,9021 

6 
6E  13,8651 13,7634 13,5367 13,4745 13,7607 14,0467 14,1609 

 

 
Рис. 1. Зависимость значений энергетических уровней от параметра p асимметричного 

ангармонического осциллятора (1), (6). 
 

Заметим, что для симметричного потенциала с двойной ямой (6) при 

0p   величина расщепления между уровнями энергии основного ( 0n  ) и 

первого возбужденного ( 1n  ) состояний, полученная в нашей работе, 

равна 0,000066E  , в то время как эта величина, вычисленная по формуле 

из работ [10, 11], равна 0,000070E  . 

При помощи той же программы для уравнения Шредингера (1) с 

потенциалом (7) найдены нижняя часть энергетического спектра и 

волновые функции в виде степенных рядов. Конкретные вычисления были 

проведены при следующих параметрах: 16,2A  , 10,9B  , 2 / 4C B A  при 

которых потенциал имеет три локальных минимума. Значения уровней 
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энергии приведены в Таблице 2, а структура их расположения изображена 

на рис. 3.  
 

  
Рис. 2. Структура спектра (слева) и волновая функция пятого возбужденного уровня 

5 9,4729E   (справа) для уравнения Шредингера (1) с потенциалом (6) при p =1,25. 
 

Таблица 2. Энергетический спектр симметричного ангармонического осциллятора (7) 

при 220N  . 

n  0 1 2 3 4 5 6 

nE  2,5278 4,9156 5,0886 7,2667 10,4400 13,1899 16,4806 

 

 
Рис. 3. Структура спектра в потенциале с тройной ямой (7). 
 

Как видно, в симметричном потенциале с тройной ямой (7) 

избегнутое пересечение из-за квантового эффекта туннелирования 

наблюдается для первого и второго возбужденных уровней, чем 

существенно отличается от случая симметричного потенциала с двойной 

ямой, в котором избегнутое пересечение имеет место для основного и 

первого возбужденного состояний. В самом деле, из численных расчетов 
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волновых функций (см. рис. 4) следует, что избегнутое пересечение 

уровней случается именно для первых двух возбужденных состояний, в 

которых, соответственно, их волновые функции обращаются в нуль один и 

два раза, а волновая функция основного состояния узлов не имеет. 
 

   
Рис. 4. Волновые функции основного, первого и второго возбужденных состояний, 

соответственно, с уровнями энергии 0 2,5278E  , 1 4,9156E  , 2 5,0886E  . 

 

Заключение 

В работе описан метод символьно-численного решения одномерного 

уравнения Шредингера с потенциалами, имеющими два или три 

локальных минимумами. При различных значениях параметров 

потенциалов вычислены уровни энергии и соответствующие волновые 

функции. В многоямных потенциалах, как известно, имеет место явление 

квантового туннелирования [12], которое приводит, в частности, к 

расщеплению энергетических уровней В работе выявлена сильная 

зависимость поведения волновой функции от точности вычисленного 

уровня энергии. Обнаружено явление квазипересечений уровней (так 

называемых избегнутых пересечений, когда расстояния между уровнями 

становится порядка 6 710  ) в зависимости от параметра внешнего 

возмущения. Вычисленное Поведение квазипересечений хорошо 

согласуется с результатами, полученными другими авторами на основе 

теории и приложений уравнений класса Гойна [13]. Существенной 

особенностью наших расчетов является контроль высокой точности 

вычисления значений энергетических уровней. 
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